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 要  旨 
ゲーム、パズルには本質的に難しい問題が多く、計算量や必勝戦略を理論的に解析する研究が
行われている。 
本研究では、テトリスと並んで世界的にもよく知られている落ちものゲームであるぷよぷよを
題材に、その必勝性についての研究を行った。落ち物ゲームとは、盤面の上部から落ちてくるピ
ースを操作し、積み上げ、並べて消すゲームである。ぷよぷよでは、ぷよと呼ばれるピースが二
つ一組となって上部から落下し、プレイヤーが左右の移動と回転を行ってから盤面に配置するこ
とができる。同じ色のぷよが４つ以上上下左右に隣接するとそれらが消え、消えたぷよの上にあ
るぷよは落下する。実際のゲームでは決められた高さまでぷよが積みあがると負けである。ぷよ
ぷよは本来対戦ゲームであるが、本研究では一人ゲームとして扱う。 
ぷよぷよの必勝性について、盤面の幅と落ちてくるピースの色数を変化させたときに、必勝あ
るいは必敗となる条件が研究されており、実際のゲームと同様の、先読みがある場合についても、
必敗となる条件が示されている。 
ここでいう必勝とは、どのような色のぷよがどのような順番で与えられても、盤面に積まれる
ぷよを有限の高さに留めた状態で永遠にプレイできることをいう。そうできない場合、つまりプ
レイヤーが最善を尽くしても、ぷよが盤面に無限に積みあがってしまうような入力列が存在する
場合に必敗であるという。先読みの数が大きければ大きいほど、プレイヤーに有利になることは
明らかであるが、いくら先読みがあっても必敗になってしまう条件が存在するのではないかと予
想される。 
本研究では、先読みの数が無限、つまりプレイヤーがゲーム開始時点で落ちてくるぷよの色と
順序が全て分かっている状態での、一人ぷよぷよの必敗条件を示す。盤面の幅が 1 ならば、先読
みがいくらあっても 2 色で必敗になることは明らかであるので、未だ明らかになっていない幅 2
の場合を考え、10 色で必敗であることを示した。さらに幅 2 の場合の証明方法を幅 3 の場合にも
適用し、26 色で必敗であることを示した。最後に、盤面の幅が 3,色数 3 の一人ぷよぷよは先読み
なしで必勝であることを示した。これは、盤面の幅が 3,色数 3 の一人ぷよぷよは先読み 4 で必勝
であることが明らかにされている従来結果の改善となっている。 
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1 はじめに
ゲーム、パズルには本質的に難しい問題が多く、計算量や必勝戦略を理論的に解
析する研究が行われている [1, 2]。本研究では落ちものパズルゲームである、ぷよぷ
よを扱う。落ちものパズルゲームとは、盤面の上から落ちてくるピースを操作して、
積み上げていき、ピースをある条件に従って並べると消えるゲームである。落ちも
のパズルゲームに関しては、テトリスやぷよぷよ等に対して、計算量や必勝性につ
いての研究が行われている [3, 4, 5, 6]。
本研究ではぷよぷよの必勝性に関する研究を行う。本研究において、ぷよぷよに
おける必勝とは、任意の入力列に対して、プレイヤーが盤面に積まれるピースを有
限の高さに留めた状態で永遠にプレイできることをいう。必勝でない場合、つまり、
プレイヤーが最善を尽くしても、盤面に積まれるピースが無限の高さになる入力列
が存在することを必敗という。ぷよぷよの必勝性に関する従来研究では、色数や盤面
の幅を変化させた場合に、ある色数に対してどれだけの幅があれば必勝であるのか、
また、ある盤面の幅に対してどれだけの色数があれば必敗であるかを明らかにする
研究が行われている。また、落下するピースの先読みが可能な場合についても研究
が行われている。先読みとは、実際のゲームにもあり、プレイヤーが次に落ちてくる
いくつかのピースを予め把握できることを指す。先読みなしの場合、色数を k、盤面
の幅をwとすると、必勝条件はw ≥ k(k−1)+2
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であることが示されている。必敗条件
はw = 1のとき k ≥ 2、w = 2, 3のとき k ≥ w+2、w ≥ 4のとき k ≥ 3w− 4である
ことが示されている [7] 。先読みがある場合に関して、色数が３の場合、先読みの数
が４あれば、盤面の幅が３で必勝であることが明らかになっている [8]。必敗条件は、
先読みの数をmとすると、w = 1のとき k ≥ 2、w = 2, 3のとき k ≥ w + 2m + 2、
w ≥ 4のとき k ≥ w + 2m + (2m + 2)⌊w−1
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⌋ + 2であることが示されている [7]。以
上の結果から色数 kを固定したときの必敗であると示されている幅はO(k)、必勝で
あると示されている幅はO(k2)である。
先読みがあればプレイヤーにとって有利であるのは明らかであるが、いくら先読
みがあってもプレイヤーが必敗になる色数が存在するのではないかと予想される。
実際に盤面の幅が 1の場合は、色数が 2色あれば、2つの色の組み合わせのぷよを与
え続ければ、先読みがいくらあっても、ぷよを一度も消せずに盤面にぷよが無限に
積みあがってしまうので必敗となる。
本論文では、先読みの数が無限、つまりプレイヤーがゲーム開始時点で落ちてく
る入力列の色と順序を全て把握している状態で、盤面の幅が 2の一人ぷよぷよは 10
色で必敗であることを示す。また、盤面の幅が 3の一人ぷよぷよは 26色で必敗であ
ることを示す。最後に、色数 3、盤面の幅が 3の一人ぷよぷよは先読みなしで必勝で
あること示す。この結果によって、色数 3、盤面の幅が 3、先読み 4の一人ぷよぷよ
は必勝であると示されていた従来結果 [8]が、先読みが無くても必勝であることが明
らかになった。
本論文の構成は以下のとおりである。2章では、本論文で取り上げる一人用ぷよ
ぷよのルール及び用語について説明する。3章では、盤面の幅が 2、落ちてくるぷよ
の色数が偶数色の場合を考え、先読みの数が無限の一人ぷよぷよは 10色で必敗であ
ることを示す。次に、奇数色の場合も考え、その方法では 9色に改善することは出
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来ないことを明らかにする。最後に偶数色の場合の証明方法を盤面の幅が 3の場合
に適用したときの結果も示す。4章では、色数 3の一人ぷよぷよは幅 3で必勝である
ことを、具体的な戦術を示すことによって証明する。
2 ゲームのルール
本研究で扱う一人用ぷよぷよのルールと用語の説明を行う。
ぷよぷよではゲームの基本単位であるピースをぷよと呼ぶ。ぷよには色がついて
いる。ゲームの盤面は格子状で、1マスにつき１つのぷよを配置できる。ぷよは 2つ
1組の組ぷよとして縦になって落下し、プレーヤーはこれの回転や左右移動を行っ
てから、盤面の床や他のぷよの上に着地させることで 2つのぷよを配置することが
できる。ただしぷよの回転とは図 2.1のような操作である。組ぷよの一方のぷよを
着地させたときに、もう一方のぷよが床や他のぷよの上に乗っていない場合は、も
う一方のぷよはちぎれて床か他のぷよの上まで落下する。ぷよは、上下左右の隣接
したマスに同色のぷよが配置されると連結される。同色のぷよが n個繋がっている
状態を n連結と表現する。４つ以上連結した時点で、それらのぷよは消滅する。消
滅したぷよの上に乗っていたぷよは落下する。それらのぷよが着地した時点で、消
える条件が成立していた場合、それらのぷよも消滅する。これを連鎖と呼ぶ。先読
みがある場合、先読みがm個ならば、落下中の組ぷよの他にm個の組ぷよを見る
ことが出来る。プレイヤーは可能な限り長い間プレイし続けることを目的とし、ど
んな入力列でも盤面に積まれるぷよを有限の高さに留めた状態で永遠にプレイでき
る場合、プレイヤーは必勝であるといい、そうできない場合、必敗であるという。3
章ではぷよの色を数字で表す。4章では、ぷよの色数が 3であるので、色をA, B, C
で表す。ゲーム進行例を図 2.2に示す。図 2.2ではぷよの色を数字で表している。
図 2.1: 回転
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図 2.2: 進行例
3 先読みの数が無限の一人ぷよぷよの必勝性
本章では、盤面の幅が 2、落ちてくるぷよの色数が偶数のとき、10色で必敗にな
ることを示す。次に、この結果を 9色の場合に応用するために、奇数色の場合を試
し、その方法では 9色の場合には応用できないことを示す。最後に偶数色の場合の
証明方法を盤面の幅が 3の場合に適用し、26色で必敗になることを示す。
3.1 盤面の幅が２、色数が偶数の場合
色数が 2nで、(1, 2), (3, 4), ..., (2n − 1, 2n)の順序を繰り返して落ちてくる一人ぷ
よぷよを考える。(1, 2), (3, 4), ..., (2n− 1, 2n)までの n個の組ぷよを一周期分と表現
する。
初めに縦 2連結を定義する。縦 2連結とは、同じ色のぷよが縦に 2つ繋がってい
る箇所を指す。縦 3連結は縦 2連結が 2個分と定義する。図 3.1に例を示す。図 3.1
の盤面は左から左列、右列と呼ぶこととする。図 3.1の盤面には縦 2連結が合計 4個
存在する。
図 3.1: 縦 2連結
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補題 1. ぷよを消すためには縦 2連結が少なくとも 2つ必要である。
証明. ぷよぷよは縦か横方向に同じ色が４つ以上繋がった場合にぷよが消える。ぷ
よが４つ繋がり、消える時点の形すべてを以下に示す。左右反転したものは省略し
ている。
図 3.2: 4連結で消える時の形
図 3.2のいずれの形も、少なくとも縦 2連結が 2個存在し、(f)では縦 2連結が 3個
存在する。以上より、盤面の幅が 2の一人ぷよぷよにおいて、ぷよを消すためには
縦２連結が少なくとも 2つ必要である。
補題 2. ぷよを消した場合に消した縦２連結の数に対して、消えるぷよの数の比が
最大となる連結数は、５連結で消した場合で、その比率は 2.5である。その次に、４
連結、６連結、８連結の、特定の形で消した場合で、その比率は 2である。
証明. m連結 (m ≥ 4)で消した場合に、最も縦２連結を消費する形は、縦一列に消
した場合でm− 1個の縦２連結を消費する。ここで盤面の幅が２であるので、図 3.3
のように、いくつかのぷよが、横に連結されるような形で消すとする。このとき、
右列のぷよは上下に一マスづつ間隔が開いている。このような形で消すことによっ
て、消すぷよの数を変化させずに、縦 2連結の数を減少させることができる。
図 3.3: 縦２連結の数を減らす
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次に、m連結で消すためには、最小で縦２連結がいくつ必要かを次に示す。ただ
し、実際に、図 3.3に示すような形でm連結で消せるかどうかは考慮していない。
m連結で消える形が、左列に縦一列の形になった状態から、図 3.3のように、左列
に存在するぷよをいくつか右列に移動させた後の形の、左列に存在する縦一列に連
結しているぷよの連結数を lとする。図 3.3のような形で消した場合、右列に存在す
るぷよで縦２連結は発生しないので、全体でm連結で消した場合の消費する縦２連
結の数は l− 1となる。右列に移動させたぷよの数はm− lと表せる。また、右列に
移動させ、縦方向に一マスづつ間隔を空けて、左列に連結されるように形を作るに
は、右に移動させたぷよm− l個に対して、2(m− l)− 1個のぷよが左列に縦一列に
連結されていなければならない。以上より、l ≥ 2(m− l)− 1を満たす最小の整数 l
が、縦２連結の数を増やさないように、可能な限りぷよを右列に移動させた場合の、
左列に縦一列に連結されているぷよの数である。l ≥ 2m−1
3
であるので、最小の整数 l
は l = ⌈2m−1
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⌉である。これ以上、左列に存在するぷよを右列に移動させても縦２連
結の数は減少しないので、この形がm連結で消した場合に縦２連結の消費量が最小
となる形の一つである。よって、実際に消費する縦 2連結の数は l− 1 = ⌈2m−1
3
⌉− 1
である。消すぷよの数mを ⌈2m−1
3
⌉− 1で割ることによって、縦２連結の消費量に対
する、消えるぷよ量の効率が明らかになる。この結果、５連結で消した場合が縦２
連結を用いて最も効率良く消すことのできる数であり、その比率は 2.5である。そ
の次が４連結、６連結、８連結で消した場合で、その比率は 2である。
補題 3. 盤面の幅が 2の一人ぷよぷよにおいて、n ≥ 2のとき、t ≥ 1周期分の組ぷ
よを置いた場合に作れる縦 2連結の数の上界は 4(t− 1)個である。
証明. 縦 2連結の数の上界を求めるために、作れるぷよのペアの数の上界を求める。
ぷよのペアとは、列の中のぷよが適当な順番で消えた場合、いずれかの時点で縦２
連結となる同色のぷよの組である。
まず、入力列を縦 1列に積んだ場合に作れるぷよのペアの数の上界を求める。実
際のゲームでは、入力列はプレイヤーによって盤面の各列に置かれる。各列に置か
れたぷよの列は、入力列を縦 1列に積んだ列の部分列であるので、各列で作れるぷ
よのペアの数の上界は、入力列を縦 1列に積んだ列から作れるぷよのペアの数の上
界より増えない。盤面の幅が 2の場合、作れるぷよのペアの数の上界は、入力列を
縦 1列に積んだ場合に作れるぷよのペアの数の 2倍で抑えられる。作ったぷよのペ
アが実際に縦 2連結になるとは限らないが、作れるぷよのペアの数の上界が、作れ
る縦 2連結の数の上界となる。
ぷよのペアを数え上げる際に、ぷよのペアが満たすべき条件を示す。t周期目の
色 kのぷよを pt,kで表すこととする。更に各 pt,kの大小関係も定義する。i < jなら
ばpi,k < pj,kである。また、i = jかつk′ < k′′ならばpi,k′ < pj,k′′とする。同じ組ぷよに
属する二つのぷよpi,2k−1とpi,2k (1 ≤ k ≤ n)は、プレイヤーの操作によって、二つのぷ
よの順序を反対にすることができるので、pi,2k−1 < pi,2kまたはpi,2k < pi,2k−1のいずれ
かを選べる。よって各ぷよのペアは (pi,l, pj,l) (pi,l < pj,l)の形で表される。さらに、ぷ
よのペアが実際に縦２連結になるには、二つのぷよの間に存在するぷよが全て消えて
いる必要があるので、任意の二つのぷよのペア (pi,l, pj,l)と (pi′,l′ , pj′,l′) (pi′,l′ < pj′,l′)
に対して、次の条件のいずれかが満たされている必要がある。
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α. 「pi,l < pi′,l′かつ pj′,l′ < pj,l」 または 「pi′,l′ < pi,lかつ pj,l < pj′,l′」
β. 「pj,l ≤ pi′,l′」または「pj′,l′ ≤ pi,l」
αとβを満たす二つのぷよのペアを図3.4に示す。図3.4では積まれた入力列を横にし
て表しており、一番下が図では一番左である。以降の図も積まれた列は横にして表す。
上記ではぷよを一つ一つに分けて表現したが、ある組ぷよ pi,2k−1と pi,2k (1 ≤ k ≤ n)
に対して、プレイヤーは (i < j) なる組ぷよ pj,2k−1と pj,2kを順序を反対にして置く
ことによって、αの条件を満たす二つのぷよのペア (pi,2k−1, pj,2k−1)と (pi,2k, pj,2k)を
作ることができる。反対に、色 2k − 1のぷよと色 2k のぷよで構成された組ぷよ
以外ではぷよのペアは作れない。よって、ぷよのペアの数を数え上げる際に、組ぷ
よごとに考えても差支えなく、以後、組ぷよごとに考える。同じ色で構成された二
つの組ぷよで作った二つのぷよのペアを、一つにまとめて組ぷよのペアを呼ぶこと
とする。t周期目の k組目の組ぷよを at,k で表すこととすると、各組ぷよのペアは
(ai,l, aj,l) (ai,l < aj,l)の形で表される。
図 3.4: 二つのペアの位置関係
k個の組ぷよのペアを (ai1,l1 , aj1,l1), (ai2,l2 , aj2,l2), ..., (aik,lk , ajk,lk)と表すとし、以下
の関係を満たしているものとする。つまり、任意の異なる二つのペアが αの位置関
係になっているとする。この時、以下の関係を満たす。
ai1,l1 < ai2,l2 < ... < aik,lk < ajk,lk < ... < aj2,l2 < aj1,l1 (1)
初めに、上記の関係を満たす k個の組ぷよのペアを作るのに必要な組ぷよの数を
示す。
aix,lxと aix+1,lx+1 (1 ≤ x ≤ k − 1)の間に存在する組ぷよが y(y ≤ n− 2)個の場合、
任意のペアの位置関係はαであるので、ajx+1,lx+1 < ajx,lxを満たす。入力列の順序か
ら、aix,lx と aix+1,lx+1 の間と ajx+1,lx+1 と ajx,lx の間に組ぷよを置く必要があるので、
合計で少なくとも n− 2個の組ぷよが必要である。図 3.5に一例を示す。
aix,lxと aix+1,lx+1 (1 ≤ x ≤ k− 1)の間に存在する組ぷよが y(y > n− 2)個である場
合は aix,lxと aix+1,lx+1の間に存在する組ぷよがn−2個以上であるので、合計もn−2
個以上になる。以上より、組ぷよのペア (aix+1,lx+1 , ajx+1,lx+1)を作り、組ぷよのペア
(aix,lx , ajx,lx)を作るためには、合計で少なくとも n− 2個の組ぷよが必要である。
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図 3.5: t = 3、n = 4、y = 1の場合
各 x(1 ≤ x ≤ k − 1)に対してそれぞれの組ぷよのペアの間に n− 2個組ぷよを置
く必要があるので、合計で (k − 1)(n − 2)個の組ぷよを置く必要がある。さらに組
ぷよのペア (aik,lk , ajk,lk)を作るには、間に組ぷよを n− 1個置く必要がある。最後に
k個の組ぷよのペアを構成するために必要な組ぷよは 2k個である。以上から k個の
組ぷよのペアを作るのに必要な組ぷよは (k − 1)(n− 2) + (n− 1) + 2k = nk + 1個
となる。
また、nk+1個の組ぷよがあれば k個の組ぷよのペアが作れることを数学的帰納法
を用いて示す。k = 1の場合、組ぷよが n+1個存在するので、一つの組ぷよのペア
(ax,l, ax+1,l) (x ≥ 1) (1 ≤ l ≤ n)を作ることが出来る。ここで k = k′のときに、命題
が成立していると仮定し、k = k′ + 1のときにも成立することを示す。n(k′ + 1) + 1
個の組ぷよが存在する時、列の左端と右端に存在する、二つの組ぷよ ax,lと ax+k′+1,l
で組ぷよのペアを作ることが出来る。残りの組ぷよはn(k′+1)−1 = nk′+1+(n−2)
となる。n ≥ 2であれば、nk′ + 1個の組ぷよが存在するので、k′個の組ぷよのペア
を作ることが出来る。以上より、k = k′ +1の場合、k′ +1個の組ぷよのペアを作る
ことが出来るので、数学的帰納法より、nk + 1個の組ぷよがあれば k個の組ぷよの
ペアが作れる。
上記の結果から、t周期分の組ぷよで作れる組ぷよのペアの数の上界を示す。t周
期分の組ぷよを置いた場合、合計 nt個の組ぷよが置かれる。不等式 nt ≥ nk + 1を
解くと k ≤ t− 1
n
となる。以上より、t周期分のぷよでαのみの位置関係を満たす組
ぷよのペアは t個以上作れない。よって組ぷよのペアは高々t− 1個しか作れない。
次に βの位置関係を含めたm個の組ぷよのペアが作れるならば、αのみの位置関
係のm個の組ぷよのペアが作れることを示す。αのみの位置関係のm個の組ぷよの
ペアを作るのに必要な組ぷよの数を f(m)とする。f(m)は、f(m) = nm+1である。
f(m)の階差数列を zm = f(m+1)− f(m)とすると、zmの階差数列 ym = zm+1− zm
は、初項 n、公比−1の等比数列である。よって zm = n(1−(−1)
m−1)
2
である。以上よ
り、f(m) = (n + 1) + n
2
· (m − 1) − n(1−(−1)
m−1)
4
である。 ここで αのみの位置関
係の s個の組ぷよのペアを作るのに必要な組ぷよの数 f(s)と、αのみの位置関係
の t個の組ぷよのペアを作るのに必要な組ぷよの数 f(t)の和が、αのみの位置関係
の s+ t個の組ぷよのペアを作るのに必要な組ぷよ f(s+ t)以上になることを示す。
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この証明によって、βの位置関係に存在する二つの組ぷよのペア、s個の αの位置
関係の組ぷよのペアと t個の αの位置関係の組ぷよのペアを、全て αの位置関係に
直すことを、繰り返し行えることが示される。ただし、βの位置関係は、αの位置
関係の s個の組ぷよのペアの最も右端の組ぷよと、αの位置関係の t個の組ぷよの
ペアの最も左端の組ぷよが、同じ場合も存在するので、f(s) + f(t) − 1 ≥ f(s + t)
であれば、αのみの位置関係の s+ t個の組ぷよのペアに置き換えることが出来る。
f(s) + f(t)− 1− f(s+ t) = n− n(−1)s − n(−1)t + n(−1)s+tの値は sと tの偶奇に
よってのみ変化する。sが偶数、tが偶数の場合、この値は 0である。sが奇数、tが奇
数の場合、この値は 2nである。sが偶数、tが奇数の場合この値は 0である。sが奇
数、tが偶数の場合この値は 0である。以上より、βの位置関係を含めたm個の組ぷ
よのペアが作れるならば、αのみの位置関係のm個の組ぷよのペアが作れる。よっ
て、n ≥ 2のとき、t周期分のぷよを縦一列に積んだ場合に作れる組ぷよのペアの
数の上界は t− 1個である。これまで、組ぷよのペアを数え上げていたので、t周期
分のぷよを縦一列に積んだ場合に作れるぷよのペアの数の上界は 2(t− 1)個である。
盤面の幅は 2であるので、作れるぷよのペアの数の上界は 4(t − 1)個である。以上
より、盤面の幅が 2の一人ぷよぷよにおいて、n ≥ 2のとき、t ≥ 1周期分の組ぷよ
を置いた場合に作れる縦 2連結の数の上界は 4(t− 1)個である。
定理 1. 盤面の幅が 2、色数が偶数色であり、入力列が (1, 2), (3, 4), ..., (2n − 1, 2n)
の順序で繰り返し落ちてくる一人ぷよぷよは 10色で必敗である。
証明. 補題 3より、盤面の幅が２の一人ぷよぷよにおいて、t周期分のぷよを置いた
場合に作れる縦 2連結の数の上界が明らかになった。さらに、補題 2より、最も効
率よく消せる連結数が５である。ただし最も効率よく消す場合は、図 3.3の 5連結
の形で消さなければならない。つまり、縦 3連結が必要である。縦 3連結に対する
ぷよのペアを作るには、同じ色で構成された 3つの組ぷよが必要である。3つの組
ぷよのうち 2つの組ぷよで、組ぷよのペアを作ることが出来る。そして、縦 3連結
に対するぷよのペアを作るためには、残り 1つの組ぷよに含まれるどちらか一方の
色のぷよと、組ぷよのペアとなったどちらかの組ぷよに含まれる、一方の色のぷよ
と、ぷよのペアを作る必要がある。このようにぷよのペアを作った場合、図 3.6の
点線で示したように、残り 1つの組ぷよのもう一方のぷよはぷよのペアにすること
ができない。
図 3.6: 残り一つの組ぷよに含まれる一方の色のぷよはぷよのペアにすることが出来
ない
以上より図 3.3に示す 5連結の形で消すためにぷよのペアを作ろうとした場合、作
れるぷよのペアが少なくとも１減少する。5連結で消す回数を x (x ≥ 0)とする。こ
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の時、x個の 3連結が必要である。縦 3連結に対するぷよのペアを作るたびに、作れ
るぷよのペアが１減少するので、作れる縦 2連結の数の上界は x個減少する。補題
3から、t周期分のぷよを置いた場合に作れる縦 2連結の数の上界は 4(t− 1)である。
よって、作れる縦 2連結の数の上界は 4(t− 1)− xである。5連結で消す場合、縦 2
連結を 2つ消費するので、2x個の縦 2連結が 5連結で消す場合に消費される。以上
より、5連結で消した後に残る縦 2連結の数は 4(t − 1) − x − 2xとなる。補題 2よ
り、5連結の次に、縦 2連結の消費量に対して効率よく消すことができる連結数は 4
連結、6連結、8連結であり、縦 2連結一つにつき、2個のぷよを消すことが出来る。
よって、消えるぷよの数は 2(4(t− 1)− x− 2x)である。以上より、5連結で消す回
数を xとした場合に消せ得るぷよの個数は 5 · x+ 2(4(t− 1)− x− 2x) = 8t− 8− x
である。xは 0以上の正の整数であるので、消えるぷよの最大数は 8t− 8個である。
置くぷよの総数である 2nt個から、実際に消えるぷよの数の差を取ると消えずに残
るぷよが明らかになる。その値が周期 tが増加するごとに、増加する関係ならば、
消されずに残るぷよが無限に積みあがるので、必敗となる。消えずに残るぷよの数
は 2nt− (8t− 8) = (2n− 8)t+ 8である。nは整数であり、残るぷよの数が tによっ
て増加する nの値は n ≥ 5の場合である。以上より、盤面の幅が 2、色数が偶数色
であり、入力列が (1, 2), (3, 4), ..., (2n− 1, 2n)の順序で繰り返し落ちてくる一人ぷよ
ぷよは 10色で必敗である。
2n色で必敗であるならば、n′ > 2n色の一人ぷよぷよは、入力列の始めを (2n +
1, 2n+ 1), (2n+ 2, 2n+ 2), ..., (n′, n′)とし、以後 (1, 2), ..., (2n− 1, 2n)を繰り返すも
のとすれば必敗なので、2n+ 1色以上でも必敗である。
3.2 盤面の幅が2、色数が奇数の場合
色数が 2n− 1で、入力列は (1, 2), (3, 4), ..., (2n− 1, 1), (2, 3), ..., (2n− 2, 2n− 1)の
順番を繰り返して落ちてくるものとする。(1, 2), (3, 4), ..., (2n− 1, 1), (2, 3), ..., (2n−
2, 2n− 1)までの 2n− 1個の組ぷよを一周期分と表現する。また、e周期目の色 kの
ぷよのうち、最初に現れるものを pe,k、2回目に現れるものを p′e,kとする。
盤面の幅が 2、色数が奇数であり、入力列が上記の順序で落ちてくる一人ぷよぷ
よは、以下の方法では、9色で必敗であることを示せないことを説明する。
まず、ぷよのペアの作り方を示す。次に t周期分で作れる縦 2連結の数を示す。最
後に消えるぷよの数の上界を考える。
連続した n+ 1個の組ぷよがあれば、ぷよのペアを 2つ作れることを示し、t = 1
のときに作れるぷよのペアの数を示す。入力列の順序より、連続した n + 1個の組
ぷよがあれば、最初の組ぷよに現れる色が n番目と n + 1番目の組ぷよに現れるの
で、最初の組ぷよを反対に置くことで、ぷよのペアを 2つ作ることが出来る。t = 1
のとき、2n − 1個の組ぷよが存在するので、n ≥ 2ならば 2個のぷよのペアを作る
ことができる。
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図 3.7: t = 2の場合に作れるペア
図 3.8: t = 3の場合に作れるペア
t = 2の場合に作れるぷよのペアの数はさらに多い。2周期分の組ぷよを用いるこ
とによって、図 3.7のように、ぷよのペアを 6つ作ることが出来る。このとき、縦 3
連結を一つ含んでいる。
次に、n ≥ 3の場合、周期が 1増加したときに、新たなぷよのペアを 4つ作る方法
を示し、t周期分の組ぷよを置いたときに作れる縦 2連結の数を示す。まず、ぷよの
ペア (pe+1,2k+1, p′e+1,2k+1)とぷよのペア (pe+1,2k, p
′
e+1,2k)は一周期後の同じ色のぷよに
変更する。それ以外の 4つのペアは、各ぷよのペアの右側のぷよを次の周期の対応
する色のぷよに変更する。以上の変更を行った後のぷよのペアを図 3.8に示す。ここ
で、ぷよ pe,2k+1とぷよ pe+1,2k+1の間には、2n− 2個の組ぷよが存在する。先述の通
り、ぷよのペアを二つ作るには n+1個の組ぷよがあれば十分である。よって n ≥ 3
であれば、新たなぷよのペア 2つを作ることが出来る。このとき、縦 3連結となる部
分も 1増えている。この操作を繰り返すことにより、n ≥ 3のとき、周期が 1増加し
た場合に、新たなぷよのペアを 4つ作ることができ、縦 3連結も 1つ作れる。この方
法を繰り返し行うことによって、周期が 1増加するたびにぷよのペアを 4つ増やす
ことができる。従って、この方法によって作れるぷよのペアは 2 + 4(t− 1) = 4t− 2
個であるので、4t − 2個の縦 2連結を作ることが出来る。また、縦 3連結となる部
分を作れる個数は t− 1個である。
最後に、t周期分の組ぷよでこの方法でぷよのペアを作った場合に対して、消える
ぷよの数の上界を考える。先述の方法で t−1個の縦 3連結の部分を作ることが出来る
ので、最も効率の良い 5連結の形で t−1回消すことが出来る。よって 5連結で消える
ぷよの数は 5(t−1)個である。一回消すごとに縦 2連結を 2個用いるので、残る縦 2連
結の数は (4t−2)−2(t−1)個である。残りの縦 2連結を全て 4連結で消すために用い
ると、消えるぷよの個数は 2 · ((4t−2)−2(t−1))である。消えるぷよの数はこれらの
和になるので、5(t−1)+2·((4t−2)−2(t−1)) = 9t−5である。実際のゲームでは2列
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にわたって置かれるので消え得るぷよの数はこの式の 2倍で抑えられる。t周期分の
ぷよを置いたときのぷよの総数は 2(2n− 1)t個である。周期 tが増加するごとに、増
加する関係ならば、消されずに残るぷよが無限に積みあがるので、必敗となる。消え
ずに残るぷよの数は 2(2n−1)t−(18t−10) = (4n−20)t+10である。nは整数であり、
残るぷよの数が tによって増加するnの値はn ≥ 6の場合である。以上より盤面の幅
が 2、色数が奇数色であり、(1, 2), (3, 4), ..., (2n−1, 1), (2, 3), (4, 5), ...(2n−2, 2n−1)
の順序を繰り返して落ちてくる一人ぷよぷよはこの方法では 9色で必敗になること
を示せない。
3.3 盤面の幅が3、色数が偶数の場合
盤面の幅が 3、色数が 2nで、(1, 2), (3, 4), ..., (2n− 1, 2n)の順序を繰り返して落ち
てくる一人ぷよぷよとする。
補題 4. 盤面の幅が 3の場合、ぷよを消したときに消費した縦２連結の数に対して、
消えるぷよの数の比が最大となる連結数は、４連結で消した場合で、その比率は 4
である。
証明. m連結 (m ≥ 4)で消した場合に、最も縦２連結を消費する形は、縦一列に消
した場合でm−1個の縦２連結を消費する。ここで盤面の幅が３であるので、中列と
右列に、いくつかのぷよを移動させた形で消すことによってぷよを消す数を変化さ
せずに、縦２連結の消費量を減少させることができる。m連結で消すために、最小
で縦２連結がいくつ必要かを次に示す。m連結で消える形が、左列に縦一列になっ
ているものとする。図 3.9のように、左列に存在するぷよをいくつか中列と右列に
移動させた後の形の、左列に存在する、縦一列に連結しているぷよの連結数を lと
する。
図 3.9: 左図:５連結で消す場合　右図：７連結で消す場合
図 3.9のような形で消した場合、中列と右列に存在するぷよで縦２連結は発生しな
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いので、全体でm連結で消した場合の消費する縦２連結の数は l − 1となる。中列
と右列に移動させるぷよの数はm− lと表せる。また、中列と右列に移動させ、縦
方向に一マスづつ間隔を空けて、左列と連結されるように形を作るには、中列と右
列に移動させるぷよm− l個に対して、2(m−l
2
)− 1個のぷよが左列に縦一列に連結
されていなければならない。以上より、l ≥ 2(m−l
2
)− 1を満たす最小の整数 lが、m
連結で消した場合に縦２連結の消費量が最小となる形の、左列に縦一列に連結され
ているぷよの数である。l ≥ m−1
2
であるので、最小の整数 lは l = ⌈m−1
2
⌉である。こ
れ以上、図 3.10のように、左列に存在するぷよを他の列に移動させても、縦２連結
の数は減少しないので、この形がm連結で消した場合に縦２連結の消費量が最小と
なる形の一つである。よって、実際に消費する縦 2連結の数は l− 1 = ⌈m−1
2
⌉ − 1で
ある。消すぷよの数mを ⌈m−1
2
⌉ − 1で割ることによって、縦２連結の消費量に対す
る、消えるぷよ量の効率が明らかになる。比率が最大となるのはm = 4の場合でそ
の比率は 4である。
図 3.10: 11連結で消す場合の縦２連結の消費量が最小となる形とその変形
定理 2. 盤面の幅が 3、色数が偶数であり、(1, 2), (3, 4), ..., (2n − 1, 2n)の順序を繰
り返して落ちてくる一人ぷよぷよは 26色で必敗である。
証明. 補題 3より、t周期分のぷよを縦一列に積んだ列で作れるぷよのペアの数の
上界は 2(t − 1)である。盤面の幅は 3であるので、盤面の幅が 3の一人ぷよぷよで
作れる縦 2連結の数は 3 · 2(t− 1)に抑えられる。更に、補題 4より、最も効率よく
消せる連結数は４であり、そのたびにペアを 1個消費するので、消えるぷよの数は
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4 · 6(t− 1) = 24t− 24である。定理１と同様の議論より、消えずに残るぷよの数が t
によって増加する nの値は n ≥ 13の場合である。以上より、盤面の幅が 3、色数が
偶数であり、(1, 2), (3, 4), ..., (2n− 1, 2n)の順序を繰り返して落ちてくる一人ぷよぷ
よは 26色で必敗である。
4 幅３色数３の一人ぷよぷよの必勝性
本章では、盤面の幅が３、色数３の一人ぷよぷよは先読みなしでも必勝であるこ
とを示す。
初めに交替回数を定義する。交替回数とは、各列の中で異なった色のぷよが縦に
隣接している箇所の数である。図 4.1の左側の列は交替回数が２である。中央の列
の交替回数は０である。右側の列は空だが、これも交替回数０とする。
図 4.1: 交替回数
定理 3. 盤面の幅３、色数３の一人ぷよぷよは必勝である。
証明. ゲームを、二つのフェーズを行き来しプレイする。各フェーズの最中に、各
列の交替回数が有限であることを示すことで、必勝を示す。盤面の各列を左から順
に、左列、中列、右列と呼ぶこととする。
プレイ中は以下に示す二つのフェーズに従って組ぷよを置いていく。ゲーム開始
時はフェーズ αから始める。
α. 図 4.2の盤面 30から開始するならば、左列に置く色を C、中列に置く色を B、
右列に置く色をAとする。図 4.2の 30以外の盤面から開始するならば、左列
に置く色をA、中列に置く色をB、右列に置く色をCとする。両端の列の色の
組合せの組ぷよはAを規定の列に置けるように横置きする。それ以外の組ぷ
よは、決められた列に決められた色を置いていく。Aが一度消えたら、中列の
交代回数を確認し、2以上であれば、フェーズ βに移る。1以下であれば、再
度Aが一度消えるまで続ける。
β. 中列の交代回数が 2以上になったとき、中列の一番下に存在する色がBの場合、
左列に置く色をB、中列に置く色をA、右列に置く色をCとする。中列の一番
下に存在する色がCの場合、左列に置く色をC、中列に置く色をA、右列に置
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く色を Bとする。両端の列の色の組み合わせ以外は決められた列に決められ
た色を置いていく。両端の列の色の組み合わせのぷよは左列か右列に後に示す
方法で置く。これを中列の交代回数が 1以下になるまで続ける。交代回数が 1
以下になった場合フェーズ αに移る。
初めに、フェーズ βにおいて出現する、盤面の 2段目以下の下 6マスの形を図 4.2に
示す。左右対称のものと、色を置き換えしただけのものは同じものとして省略して
いる。
図 4.2: 盤面の下から 2段目までの 6マスの形
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証明の前半で、盤面の下 6マスの形がフェーズ βの最中には図 4.2に示した形以
外に出現しないことを示し、フェーズ βの最中は各列の交替回数が一定以下になる
ことを示す。証明の後半で、フェーズ αを行っている最中に交替回数が一定以下に
なることを示す。
初めに、ゲーム開始時から初めてフェーズ βに移行した時に新たに出現する盤面
を示す。ゲーム開始時は空の盤面であるので、盤面 36から始まる。フェーズαの最
中、左列にはAしか置かれない。中列は Bか Cが置かれ、右列は Cのみが置かれ
る。従って、フェーズ αから初めてフェーズ βに移行した時の盤面は図 4.2の 1か
ら 9のいずれかである。
次に、初めて βに移行した時点から、両端の列の色の組み合わせであるBC以外
の組ぷよが続けてきた場合に新たに出現する盤面を示す。図 4.2の 1から 6の盤面
は、Bは左列にのみ置かれ、Aは中列にのみ置かれ、Cは右列にのみ置かれる。7か
ら 9の盤面はCは左列にのみ置かれ、Aは中列にのみ置かれ、Bは右列にのみ置か
れる。従って、BC以外の組ぷよが続けてきた場合に新たに出現する盤面は図 4.2の
10から 36の盤面のいずれかである。
次に、盤面 1から 36の各盤面の、フェーズαに移る条件を満たしているものを除
く盤面に対してBCの置き方を図 4.3に示す。盤面 20から 36は、中列の交替回数が
1以下か、一番上の色がAである。中列にはAしか置かれないので、中列の一番上
の色がAの盤面も交替回数が 1以下である。よってBCの置き方を示す盤面は盤面
1から 19である。なお、図 4.3に点々を表記した通り、3段目により上にぷよがいく
つか積まれている列が存在するので、3段目より上に積まれているぷよの色と数に
よってBCを置いた後の盤面の形は変化する。BCを置いたときにいずれのぷよも消
えない場合、新たに出現する盤面は 37, 38, 39である。また、BCを置いたときに、
3段目より上に積まれているぷよによって、どの色のぷよがどのような順番で消え
るかを全て列挙し、消えた後に考えられる盤面を全て列挙したものを、付録Aに記
載した。B⇒と書かれているものは、BCを置いたことによって、Bが消えた後の盤
面の形を全て列挙している。例として、C⇒ B⇒ Cならば、BCを置いたことによっ
て Cから B、Cと連鎖で消えた後の形を全て列挙している。また、B、C同時⇒と
は、BCを置いたことでBとCが同時に消えた後の形を全て列挙している。この結
果、新たに出現する盤面は 37, 38, 39, 40のみであることが確かめられる。
次に、盤面 37, 38, 39の各盤面に対してBCの置き方を示す。盤面 40はフェーズ
αに移行する条件である中列の交替回数が 1以下を満たしているので除く。盤面 37,
38, 39のBCの置き方は図 4.4の通りである。
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図 4.3: BCの置き方
図 4.4: BCの置き方
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盤面 37, 39は中列だけではなく、左列の 3段目より上にもぷよがいくつか積まれて
いる可能性がある。同様に盤面 38は右列の 3段目より上にぷよがいくつか積まれて
いる可能性がある。AA以外の組ぷよを置いた時、各盤面の 3段目より上に積まれ
ているぷよによって、どの色のぷよがどのような順番で消えるかを全て列挙し、消
えた後に考えられる盤面を全て列挙したものを付録Bに記載した。付録Bでは付録
Aの表現方法に加えて、BCを置いてぷよを消した場合、AC, CCをCが規定の列に
置かれるように置いてぷよを消した場合、AB, BBをBが規定の列に置かれるよう
に置いてぷよを消した場合の 3通りに分けて表記している。この結果、図 4.2に示
した盤面以外は出現しないことが確かめられる。
最後に、フェーズ βからフェーズ αに移行し、再度フェーズ βに移行した時に、
図 4.2に示した盤面の形以外が出現しないことを示す。図 4.2の各盤面がフェーズ α
に移行する条件を満たしているとする。つまり、各盤面の中列の交替回数が 1以下
になっているとする。盤面 30からフェーズ αに移行した時、Aを置く規定列は右
列になる。Aが一度消えた時、中列のAも一緒に消えるので、Aが消えた直後の盤
面にAは存在しない。盤面 30以外の各盤面からフェーズ αに移行した時、Aを置
く規定列は左列になる。Aが一度消えた時、中列にAが存在していた場合は、中列
のAも一緒に消えるので、Aが消えた直後の盤面にAは存在しない。以上から、再
度フェーズ βに移行した時の盤面にAは存在しない。フェーズ αの最中は左列と右
列には既定の一色しか置かれないので、再度フェーズ βに移行した時点の盤面は図
4.2のいずれかの盤面となることが確かめられる。以上より、盤面の下 6マスの形が
フェーズ βの最中に図 4.2に示した形以外に出現しない。
次の後半部分で、前半で示した図 4.2の各盤面の形から、ゲームプレイ中に各列
の交替回数が有限になることを示し、必勝を証明する。
初めに、フェーズ βの最中に各列の交替回数が一定以下になることを示す。まず、
ゲーム開始から、初めてフェーズ βに移行するまでに各列の交替回数が一定以下に
なることを述べておく。左列と右列は規定の一色しか置かれないので交替回数は 0
である。中列の交替回数が最大となるのは、BB⇒ ACの順序で 4回繰り返して来る
場合であり、その数は 7である。よって初めて βに移行するまでは、各列の交替回
数は一定以下になる。
フェーズ βの最中、図 4.2の各盤面の下 6マスまでの左列と右列の交替回数は最大
1である。フェーズ βの最中は左列と右列には規定の一色しか置かれないので、交
替回数の増加は高々1である。従って、左列と右列の交替回数は高々2である。
次に、中列の交替回数を考える。中列にはAしか置かれず、Aによって交替回数
が 1増加するが、それ以上は増加しない。BCが左列か右列に置かれ、Bか Cの一
方、あるいは両方の色が消される時、図 4.3と図 4.4で示す通り、中列のぷよも一緒
に消える。さらにAB, BBによってBが規定の列に置かれ、盤面に存在するBが消
される場合、そのBが中列と連結されていれば中列の交替回数は減少する。AC, CC
によってCが規定の列に置かれ、盤面に存在するCが消される場合も同様である。
従って、中列の交替回数は減少し続ける。BやCに比べ、AAが非常に多く来る場
合は、中列の交替回数の減少が停滞する可能性があるが、中列でAを消し続けられ
るので必勝である。
次に、フェーズ αの最中、各列の交替回数が一定以下になることを示す。まず左
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列と右列は規定の一色しか置かれないので交替回数は高々1しか増加しない。
次に、中列の交替回数の最大値を示す。図 4.2の各盤面は中列の交替回数が 1以
下ならばフェーズ αに移行する。従って、フェーズ αに移行した時点の中列の交替
回数を kとすると kの範囲は (0 ≤ k ≤ 1)である。フェーズ αの最中に中列の交替
回数が増加するのは以下の 3通りの場合である。
(i) 中列の一番上に存在する色がAであり、AB,　BB, BCが来た場合
(ii) 中列の一番上に存在する色がBであり、ACが来た場合
(iii) 中列の一番上に存在する色がCであり、AB, BB, BCが来た場合
Aが一度消えるまでに必要なAの数をm(0 ≤ m ≤ 4)とする。例としてフェーズ α
に移行した時の盤面が図 4.2の 30であった場合、右列にAを置き続け、Aが消える
時に中列のAも一緒に消える。中列のAが 1個だった場合、右列にAを 3個置いた
時点で中列のAと横に繋がり、Aが消えるのでm = 3となる。同様に中列のAが 2
個または 3個の場合、m = 2となる。中列の一番上のぷよがAの場合、中列の交替
回数が最大となるのは、初めに (i)の場合になり、中列の一番上の色がBになり、次
に (ii)と (iii)の場合に交互になる場合である。(ii)の後は中列の一番上がCとなり、
(iii)の後は色は Bとなる。まず (i)によって交替回数が 1増加する。次にm − 1個
目まで (ii)⇒ (iii)の繰り返しなので、AC⇒ BBと続く。よって、Aが一度消えるま
でに必要な個数mが 1減るごとに交替回数が 2増加する。m = 0となった時にAは
消え、フェーズ αの一周目が終了するので、交替回数は 1しか増加しない。以上よ
り、中列の交替回数を kとmを用いて式で表すと、フェーズ αに移行した時点の交
替回数 kと、(i)の場合による増加分 1と、(ii)⇒ (iii)をm− 1周繰り返したことに
よる増加分と、Aが消えた時点の増加分の和であるので、k+ 1+ 2(m− 1) + 1であ
る。よって交替回数の最大値は 9である。次に中列の一番上のぷよがBの場合、中
列の交替回数が最大となるのは (ii)と (iii)の場合に交互になる場合である。先程と
の違いは、(i)の場合が無いだけであるので、kとmを用いて式で表すと、中列の交
替回数は k + 2(m− 1) + 1である。よって交替回数の最大値は 8である。最後に中
列の一番上のぷよがCの場合、中列の交替回数が最大となるのは (iii)と (ii)が交互
に来る場合である。kとmを用いて式で表すと、中列の交替回数は k + 2mである。
よって交替回数の最大値は 9である。以上よりフェーズ αの最中も各列の交替回数
は一定以下になる。
以上より、ゲームのプレイ中の盤面の各列の交替回数は有限なので、必勝が示さ
れた。
5 おわりに
本論文では、先読みを考慮した一人ぷよぷよの必勝性について研究を行った。盤
面の幅が 2の場合、10以上で必敗になることを明らかにした。9色の場合にどんな
に先読みをしても必敗となるか明らかにするために、奇数色の場合についても検討
を行ったが、残念ながら幅 2、先読み無限の一人ぷよぷよは 9色で必敗であると示
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すことは出来なかった。さらに、偶数色の場合の結果を盤面の幅が 3の場合にも適
用し、どんなに先読みがあっても 26色で必敗になることを明らかにした。加えて、
盤面の幅が 3、色数 3の一人ぷよぷよは、従来結果では先読みが 4の場合必勝になる
ことが明らかになっていたが、実際は先読みは必要なく、先読みなしで必勝になる
ことを示した。
今後の課題として、必敗の条件を緩和させることが重要であると考える。今回証
明に用いた縦 2連結の数は、実際に作れるかどうか、仮に作れても消せるかどうか
を考慮にいれていない。従って、作れる縦 2連結の数と、消せるぷよの数を減らせ
ると考え、条件緩和が可能であると予想する。また、幅 4以上のときは、今回の入
力列では明らかに必勝であるので、幅 4以上の場合の必勝性を明らかにすることも
重要と考えられる。
謝辞
本研究を進めるにあたりご指導を頂いた指導教員の武永康彦准教授に感謝いたし
ます。また、日々の議論を通して研究を進めるための多くの意見を頂いた武永研究
室の皆様に感謝いたします。
参考文献
[1] E. D. Demaine and R. A. Hearn, “Playing Games with Algorithms: Algorithmic
CombinatorialGame Theory,” in: Albert, M. H. and Nowakowski, R. J. (Eds.),
Games of No Chance 3,Mathematical Science Research Institute Publications
56, Cambridge University Press, pp. 3-56 (2009).
[2] R. A. Hearn and E. D. Demaine, Games, Puzzles, & Computation, A.K.Peters
(2009).
[3] E. D. Demaine, R. Breukelaar, S. Hohenberger, H. J. Hoogeboom, W. A. Kosters
and D. Liben-Nowell,“Tetris is Hard, Even to Approximate,” Intl. J. on Com-
putational Geometry and Applications, Vol. 14, No. 1-2, pp. 41-68, (2004).
[4] S. Asif, E. D. Demaine, J. Lynch and M. Singhal. “Tetris is NP-Hard Even With
O(1) Columns”, the 22nd Japan Conference on Discrete and Computational
Geometry, Graphs, and Games (JCDCG3 2019), pp.37-38, (2019).
[5] 松金輝久, 武永康彦,“組合せ最適化問題としてのぷよぷよの連鎖数判定問題”, 電
子情報通信学会論文誌. D, 情報・システム J89-D(3), 405-413, (2006).
[6] Y. Takenaga and Y. Shimada, “Strategies for Single-Player PuyoPuyo,” ICGA
Journal, vol. 39, no. 2, pp. 87-101, (2017).
20
[7] Y. Takenaga, M. Katsuno and H. Quan, “On Winning Strategies for Tetris Type
Games,”The 20th Korea-Japan Joint Workshop on Algorithms and Computation
(WAAC2017), (2017).
[8] 菊地翔, “先読みのある落ちものゲームの必勝性” ,電気通信大学卒業論文, (2018).
21
付録A
22
23
24
25
26
27
付録B
28
29
30
